TKK, TTY, LTY, OY, AA, VY, TY / Insind0riosastot
Valintakuulustelujen matematiikan koe 25.5.2004

Ohjeita. Sijoita jokainen tehtidvd omalle sivulleen. Laadi ratkaisut selkedsti vélivai-
heineen, tarvittaessa kirjoita ratkaisu uudelleen puhtaaksi. Merkitse hylkddmdisi ratkaisu
yliviivaamalla se, silld saman tehtdvin useista ratkaisuista huonoin otetaan mukaan ar-
vosteluun.

1. Eristd tuotetta myytiin liikkeessd A ohjehinnasta lasketulla 20 % alennuksella,
ja myohemmin alennetusta hinnasta vihennettiin vield 10 euron kéteisalennus.
Toisessa liikkeessd B samasta ohjehinnasta annettiin aluksi 10 % alennus ja
myohemmin vield 20 euron kiteisalennus. Kaikkien alennusten jéilkeen tuotteen
hinta liikkeessd A oli 10 % halvempi kuin liikkeessd B. Miké oli tuotteen ohje-
hinta?

2. Funktion f(x) = x* + 3x kuvaajalle pisteeseen (xo, f(xo)) piirretty tangentti kul-
kee myos pisteen (2,6) kautta. Midritd kaikki mahdolliset luvut xg.

3. Hiukkanen liikkuu tasossa niin, ettd hetkelld ¢ sen koordinaatit ovat

x = cost +4sint
y = —2cost + 2sint.

Miki on hiukkasen lyhin etdisyys origosta?

4. Sahkomoottori kdynnistetddn ajanhetkelld ¢ = 1. Virtaldhteessd olevan vian vuok-
si moottorin teho ei pysy vakiona, vaan riippuu ajasta ¢ lausekkeen

P(r) = 4000 (; — ;2)

mukaisesti. Milld sekunnin pituisella aikavililld ¢y, % + 1] moottori tekee suurim-
man mahdollisen tyon?

sarja A

Lisitietoja: Teholla P = P(t) toimiva moottori tekee aikavililld [¢1,1] tyon W,
joka voidaan laskea integraalina

(5]
W= [ P()dr.

3|

Kaikki suureet on annettu SI-jirjestelméissi, joten tehtdva voidaan kisitelld ilman
yksikoita.

. Viereinen kuvio esittdd osaa kaupungin katuverkosta. B

Henkilo kulkee pdivittdin risteyksestd A risteykseen
B kayttdmilld mahdollisimman lyhyttd reittid, jolloin
matkan pituus on 4 yksikkod. Sellaisissa risteyksissa,
joissa kaksi suuntaa johtaa lyhimpéén reittiin, hin val-
itsee suunnan lanttia heittimalla.

A

a) Piirré (erilliset) kuviot kaikista lyhimmisti reiteistd ja médritd ndiden valin-
tatodennékoisyydet.

b) Toinen henkil6 kulkee risteyksestd B risteykseen A ja valitsee mahdollisim-
man lyhyen reitin vastaavalla tavalla. Molemmat ldhtevit liikkeelle saman-
aikaisesti ja kulkevat samaa vauhtia. Milléd todennékoisyydelld he kohtaavat
toisensa matkan puolivilissd?

6. Poydille on asetettu jonoon ddreton médrd palloja, joiden sdteet ovat

rn>rn>r>...

Ensimmaistd lukuun ottamatta kukin pallo koskettaa kahta muuta, ja lisdksi pal-
lojen keskipisteet osuvat samalle suoralle.

a) Madritd sdteen r, lauseke siteiden r,—; ja r,,4| funktiona (n =2,3,...).

b) Oletetaan, ettd r; = 3 ja r3 = 1. Mé&dritd kaikkien pallojen tilavuuksien sum-
ma.
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TH, TTU, VTU, UU, AA, VU, AU / Ingenjérsavdelningarna
Intridesforhor i matematik 25.5.2004

Anvisningar. Placera varje uppgift pd egen sida. Ge klart utarbetade l0osningar
inklusive mellanstadier, renskriv losningen vid behov. Forkastade losningar bor
overstryckas. Om icke-Gverstruckna 16sningar foreligger, sa bedoms den simsta av
dessa.

1. En viss produkt saldes i en affir A med 20 % rabatt pa riktpriset och senare drogs
ytterligare 10 euro av som kontantrabatt fran det rabatterade priset. I en annan
affir B gavs forst 10 % rabatt pa samma riktpris och senare drogs ytterligare 20
euro av som kontantrabatt fran det rabatterade priset. Efter alla rabatterna var
produktens pris 10 % ldgre i affdr A @n i affar B. Vad var produktens riktpris?

2. Tangenten i punkten (xo, f(xo)) till grafen av funktionen f(x) = x? +3x gér ocksé
genom punkten (2,6). Bestdm alla mojliga vérden pa talet xg.

3. En partikel ror sig i planet sa att dess koordinater vid tiden ¢ ges av

X = cost +4sint
y = —2cost+2sint.

Vad ér partikelns minsta avstand fran origo?

4. En elmotor startas vid tiden # = 1. Pa grund av ett fel i stromkéllan forblir motorns
effekt inte konstant, utan den beror pa tiden ¢ enligt formeln

P(r) = 4000 (1 — tlz) :

Inom vilket tidsinterval [tg,7o + 1] av lingden 1 sekund utfér motorn storsta
mojliga arbetet?

serie A

Extra information: En motor med effekten P = P(¢) utfér under tidsintervallet
[t1,12] arbetet W, som kan berdknas som integralen

2
W= [ P(t)dt.

13|

Alla storheter dr givna i SI-systemet, s& uppgiften kan behandlas utan enheter.

. Figuren hir bredvid beskriver en del av gatuniitet i en stad. B

En person gar dagligen fran korsningen A till korsnin-
gen B lings en kortast mojlig védg, varvid védgens ldngd
ir 4 enheter. I sadana korsningar, dir tva olika rikt-
ningar ger kortast mojliga végar, viljer personen rikt-
ning genom att singla slant.

A

a) Rita (skilda) diagram over alla kortast mojliga vigar och bestim sanno-
likheterna for att de véljs.

b) En annan person gér fran korsningen B till korsningen A och viljer en ko-
rtast mojlig vdg pa samma sitt. Bada personerna startar samtidigt och gar
med samma hastighet. Med vilken sannolikhet méter de varandra halvvigs?

. Odndligt manga klot med radierna

ry>rn>r3>...

ir placerade i en rad pa ett bord. Med undantag for det forsta klotet tangerar varje
klot tva andra och vidare ligger klotens mittpunkter pa en rit linje.

a) Bestam ett uttryck for radien r, som en funktion av r,_; och r,q
n=2,3,...).

b) Antag, att r; = 3 och r3 = 1. Hur stor dr i sé fall summan av alla klotens
volymer?
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INSMAT 2004 tehtdva 1

tehtdvad 2

Olkoon x = ohjehinta ; silloin

0.8x - 10
0.9x - 20

alennettu hinta liikkeessd A
alennettu hinta liikkeessd B

Saadaan

0.8x - 10 =0.9(0.9x - 20)

= 0.01x=8

x = 800 (euroa)

Tangentilla pisteessa (Xo , Yo) = (Xo , f(X0))
on yhtaloé

Y = Yo = F(Xo)(X = Xo)

eli
y — (Xo? + 3%g) = (2Xo + 3)(X — Xo).

Yhtalo toteutuu, kun (x,y) = (2,6)
= saadaan
6 — Xo? — 3Xo = (2Xg + 3)(2 — Xo)
= 4xo — 2%o° + 6 — 3Xo
eli
Xo? — 4% =0,
mista saadaan ratkaisuksi

Xo=0 tai Xo=4.




INSMAT 2004 tehtavd 3

tehtdvd 4

Hetkella t hiukkasen etaisyys origosta on

r(t)

\/(cost +4sint)® + (-2cost + 2sint)?

= +/5c0s? t + 20sin? t
= V5+15sin’ t
(kaytettiin tietoa cos?’t + sin’t = 1).

Koska lausekkeen sin’t pienin arvo on sin’0 =10,
on lyhin etaisyys

r(0) = /5

(saavutetaan myds arvoilla t =+n, £27 jne.).

Olkoon to>1 . Moottori tekee aikavdlilld [to

o+ 1] Tyon
4000 w(tp) , missd

to+1 to+1
wi) = | G—iz)dt = Int+1
DLt L t

= In(to+1) —In o+

1
t,+1 t,

Selvdsti riittdd etsid funktion w maksimikohta.

1 1 1 1
W'(to) = -—

B 2t 2
to+1 t, (t,+1) to

—t2+t, +1
(to +1)°t5

Siis W’(to):o = —t02+t0+1=0 < o= 1+\/§ ~ 1618

(toinen juuri <0 = ei kelpaa).

Derivaatan etumerkkitarkastelu = I6ydetty arvo on max-kohta.

Siis kysytty vili on {“2*/5,3*2*/1 ~ [1618,2.618].




INSMAT 2004 tehtavd 5
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pisteilld ne risteykset, joissa on heitettdvad).

b) Kohtaaminen tapahtuu - jos tapahtuu - joko vasemmassa yldnurkassa tai keskipisteessd. A:sta B:hen kadvelevd henkils

kulkee ylanurkan kautta tn:lla ps = % ja keskipisteen kautta todenndkaoisyydelld pi+ p2+ ps+ pa = % :

P('kohtaavat') = P(molemmat yldnurkan kautta) + P('molemmat keskipisteen kautta’)
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INSMAT 2004 tehtdva 6

NS

Tarkastellaan kolmea perdkkdistd palloa (ks. kuvio), joiden sdteet ovat rni,r, ja ra.i; merkintojen keventdamiseksi kirjoite-
taan ndmd kuitenkin ri, r,, rs;. Pallojen keskipisteet P;, P, ,P; ovat samalla suoralla, joka kohdatkoon poyddn pinnan pistees-
sd Q. Tarkastellaan kuvion kolmea yhdenmuotoista suorakulmaista kolmiota, joiden hypotenuusat olkoot vastaavasti ci , ¢z, ¢3

(ts. ci = keskipisteen P; etdisyys pisteesta Q ,i=1,2,3).

Q

C C c
a) Yhdenmuotoisuuden nojallaon -+ = =% = =2 jolloin (lausutaan etdisyydet |PiP,| ja |P.P3| kahdella tavalla siteiden ja
rl r2 3

r c, . . c

can avulla) ri+rp = ¢ - c2= (= -1c2=(r1-r2) —% javastaavasti ro+rz = .= (r2-r3) = .
r r

2 2 2

ro+r ro+r
12 - 2 3 .= ol =rrs.

Ratkaisemalla ndistd molemmista —= saadaan
rz rl - I’2 r2 - r3

Siirtymadlld alkuperdiseen merkintddn: ndhdddn, ettd haettu lauseke on

n= Y r.n—1rn+l .




r r
SLLEY " kaikilla n=2, 3, .., mistd seuraa, ettd kahden perdkkdisen

teht 6b) a-kohdan tarkastelujen nojalla patee =

n n-1

pallon sdteiden suhde on siis sama vakio

kaikilla n .
1
Kun ri1=3 jars=1,on rp=+31 = V3 , joten oc=ﬁ.

Pallojen sdteet ovat ri,r,=ari,rs =a’r, ..., ja niiden tilavuuksien summa on
4 4
—ﬂ(r'13 + I“23 + I“33 + ... ) = ?Tcr‘f (1 + OL3 + (0(3)2 + ... ) =
4 1 , .
= T3, - (geometrisen sarjan summa)
3 l1-a
4r-27 1 108+/3n

3v/3-1
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