TKK, TTY, LTY, OY, AA, VY, TY / Insinoriosastot
Valintakuulustelujen matematiikan koe 31.5.2005

Ohjeita. Sijoita jokainen tehtdvd omalle sivulleen. Laadi ratkaisut selkeasti valivai-
heineen, tarvittaessa kirjoita ratkaisu uudelleen puhtaaksi. Merkitse hylkaamasi ratkai-
su yliviivaamalla se, silld saman tehtdvén useista ratkaisuista huonoin otetaan mukaan
arvosteluun.

Al.

A2.

A3.

A4,

A5.

Vuoden 2004 alussa Tampereen seutukunnan asukkaista 64,9 % asui Tampereella
ja 35,1 % kuudessa lahikunnassa. Oletetaan, ettd Tampereen vakiluku jatkaa 0,9
%:n vuosikasvua ja lahikuntien vékiluku 1,7 %:n vuosikasvua.

a) Kuinka suuri osa Tampereen seutukunnan asukkaista asuu Tampereella vuoden
2024 alussa? Anna vastaus prosentteina yhden desimaalin tarkkuudella.

b) Mink& vuoden alussa Tampereella ensimmadisen kerran on véhemman asukkai-
ta kuin kuudessa lahikunnassa?

a) Maaritd tasokdyrien y = 25x3 ja x = 5y? leikkauspisteet.
b) Méaritd a)-kohdan kéyrien rajoittaman darellisen alueen pinta-ala.

R-sdteisen ympyrén sisdén piiretddn saanndllinen risti kuvan 1 osoittamalla taval-
la. Milld kulman o arvolla risti on pinta-alaltaan mahdollisimman suuri? Anna
vastaus asteina yhden desimaalin tarkkuudella.

Induktiokarkaisussa suorakulmion muotoisen metallilevyn kahta reunaa kuumen-
netaan vardhtelevan magneettikentan synnyttdaman sahkovirran avulla. Tarkastel-
laan lampotilaa yhdessétoista levyn pisteessd (kts. kuva 2). Kahdeksan reunalla
sijaitsevan pisteen lampétiloiksi on mitattu joko 20 °C tai 710 °C kuvan mukai-
sesti. Laske arviot levyn sisdpisteiden Py, P2 ja P3 ldmpdtiloiksi siten, ettd kun-
kin pisteen lampotilaksi tulee tatd pistettd lahinna olevien neljan muun reuna-
tai sisépisteen lampétilojen keskiarvo. lImoita vastaukset asteina yhden yksikon
tarkkuudella.

Yksinkertaisessa liikennemallissa oletetaan, ettd pistemdiset autot ajavat jonossa
vakionopeudella v ja vakioetdisyydelld a toisistaan. Liséksi oletetaan, ettd ajono-
peuden v, vdlimatkan a ja nopeusrajoituksen vg vililld vallitsee riippuvuus

V/vo = min{l, \/a/_L}v

AG.

sarja A

missd L on olosuhteille ja liikennekulttuurille ominainen vakio. Kaupungin ulos-
menotielld on nopeusrajoitus vo =100 km/h. Perjantairuuhkassa mitataan klo 16
maaseudulle péin ajavien autojen méadrédksi 1180 autoa/h ja klo 18 vastaavasti
1920 autoa/h. Mikd on mallin mukaan jonossa ajavien autojen nopeus mittaus-
hetkilld a) klo 16, b) klo 18, kun kdytetddn vakion arvoa L = 80 m?

(Huom: Merkinnélld min{x,y} tarkoitetaan pienemp&é luvuista x ja y.)

Jadkiekkojoukkueet A ja B ratkaisevat liigamestaruuden pelaamalla toisiaan vas-
taan ottelusarjan. Mestariksi tulee joukkue, joka ensimmadisend voittaa nelja pe-
lid. Jokaisessa ottelussa pelataan tarvittaessa jatkoaikoja, kunnes voittaja sel-
vidd, ts. tasapelejd ei ole. Oletetaan, ettd kussakin ottelussa joukkue A voittaa
todennékoisyydelld 1/3 ja ettd otteluiden lopputulokset ovat toisistaan riippumat-
tomia.

a) Milla todennékoisyydelld mestaruuden selvittdmiseen tarvitaan vahintaan viisi
pelid?

b) Milla todennékdisyydelld joukkue A voittaa mestaruuden?
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TH, TTU, VTU, UU, AA, VU, AU / Ingenjorsavdelningarna
Intradesforhor i matematik 31.5.2005

Anvisningar.

Placera varje uppgift pa egen sida. Ge klart utarbetade l6sningar inklusi-

ve mellanstadier, renskriv 16sningen vid behov. Forkastade losningar bor dverstryckas.
Om icke-dverstruckna lgsningar foreligger for samma uppgift, s bedoms den samsta
av dessa.

Al.

A2.

A3.

A4,

AS.

| borjan av &r 2004 bodde 64,9 % av invanarna i Tammerfors ekonomiska re-
gion i Tammerfors och 35,1 % i sex narkommuner. Antag att invanarantalet i
Tammerfors vixer med en arlig tillvixthastighet pa 0,9 % och invanarantalet i
narkommunerna med en arlig tillvaxthastighet pa 1,7 %.

a) Hur stor del av invanarna i Tammerfors ekonomiska region kommer att bo i
Tammerfors i borjan av ar 2024? Ange svaret i procent med en decimals nog-
grannhet.

b) I borjan av vilket &r kommer Tammerfors for forsta gangen att ha farre invanare
an de sex ndrkommunerna?

a) Bestidm de plana kurvornas y = 25x3 och x = 5y? skérningspunkter.
b) Bestdm arean av det dndliga omrade som begransas av kurvorna i a)-delen.

Ett regelbundet kors ritas in i en cirkel med radien R som i figur 1. For vilket
varde pa vinkeln o kommer korsets area att vara sa stor som mojligt? Ange svaret
i grader med en decimals noggrannhet.

Tva av kanterna hos en rektangular metallskiva upphettas med hjélp av induk-
tionsstrommar, som induceras av ett varierande magnetfélt. Man studerar tempe-
raturen i elva punkter pa skivan (se figur 2). | de atta punkterna pa skivans rand
uppmattes antingen temperaturen 20 °C eller 710 °C enligt figuren. Berdkna esti-
mat for temperaturerna i de inre punkterna Py, P, och Ps s att temperaturen i
var och en av dessa tre punkter blir medelvérdet av temperaturerna i dess fyra
narmaste grannar bland randpunkterna och de inre punkterna. Ange svaren i gra-
der med en enhets noggrannhet.

I en enkel trafikmodell antar man att punktformiga bilar kor i en kdé med den
konstanta hastigheten v och med det konstanta avstandet a mellan bilarna. Vidare

AG.

serie A

antar man, att sambandet

v/Vo =min{1, /a/L}

rader mellan korhastigheten v, avstandet a och hastighetshegrénsningen vo, dar
L &r en konstant, som beror pa végforhallandena och trafikkulturen. Pa ut-
fartsvdgen fran en stad dr hastighetsbegransningen vo =100 km/h. | fredagsrus-
ningen uppméttes 1180 bilar/h kl. 16 och 1920 bilar/h k. 18 pa vig ut mot lands-
bygden. Vilken &r bilarnas korhastighet i matdgonblicket enligt modellen a) KI.
16, b) kl. 18, om man anvander vardet L = 80 m pa konstanten?

(Mérk: Med beteckningen min{x,y} avses det mindre av talen x och y.)

Ishockeylagen A och B avgor ligamasterskapet genom att spela en matchserie mot
varandra. Mastare blir det lag som forst vinner fyra matcher. Varje match spelas
vid behov med forlangningar tills man far en vinnare, dvs. det blir inga oavgjorda
matcher. Antag att lag A i varje match vinner med sannolikheten 1/3 och att re-
sultaten av matcherna &r oberoende av varandra.

a) Med vilken sannolikhet behdvs minst fem matcher for att avgora masterskapet?
b) Med vilken sannolikhet vinner lag A masterskapet?

Bilaga: formelsamling
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INSMAT 2005 tehtava 1 sarja A sarja B sarja C sarja D pisteytys
Olkoon seudun vakiluku vuoden 2004 alussa A > 0.
a) Vuoden 2024 alussa on
Tampereen asukasluku = x = 1.009%° B84.9 A = 77.63... A, = 73.14... = 76.11... = 71.70...
lahikuntien asukasluku = y = 1.017*°[35.1 A =49.17... A. = 50.14... = 51.14... = 53.18...
J): =0.6122... = Treellaasuu 61,2 % seudun asukkaista. = 0.5932 - 05981 — 05741
Y = 59,3% = 59,8% = 574 % 3p
b) Tampereella on n vuoden kuluttua vahemman asukkaita, jos
1009"B49A < 1.017"B51A o [L07) 649
1.009 35.1
In(64.9/35.1) o _ = 51.83... = 56.63... 38.91...
= n > =77.82... = n =78 (pienin kokonaisluku - - -
In(1.017/1.009) (P ) = Nn=>52 = n=57 = n=39
Siis Tampereella on ensi kerran vahemman asukkaita 78 vuoden 2056 2061 2043 3p

kuluttua eli vuoden 2082 alussa.




INSMAT 2005 tehtava 2 sarjat A ja C sarjat B ja D pisteytys
— 3 —_ 3
a) Ratkaistaan yhtalépari y= 25X2’ ; y= 9x2,
X =5y X =3y
y = 25[6y")° =5%° < y(1-5%°) = 0 - y=0tai y=1/5; y(1-3%°) = 0.
talléin vastaavasti x =0 tai x = 1/5.
. . : 11 . 11
Siis leikkauspisteet ovat (0,0) ja (=,>). 0,0) ja (.2
iis leikkauspi vat (0,0) | (55) (0,0) | (33) 3p
: 3 X 1 . 3 X 1
b) Kyseinen alue on A : 25x gys\/;,OSXSE,Jasenalaon ) Eyf\/;,OEXSE
1 1
5 5 312 4 1
a(A) = \/X—ZSXS dx = | x_ _2x ) _ 1 T 5
JA\V5 oo 35 4 60 \/:_9)(3 dx = >
HUE 108 3p




INSMAT 2005

tehtava 3 pisteytys
Selvasti 0 < a < 174, lisaksi voidaan olettaa, etta _
R = 1. Ristin neljannes (kuva vieressa) on _ sna
cos o -sivunen nelid, jonka kulmasta on poistettu
(cos a - sin a)-sivuinen nelid.
Ristin pinta-ala a:n funktiona saa maksimiarvon,
kun funktio cosa
R=1 _
2 . 2 sna
f(a) = cos“a - (cosa-sina)” =
= 2sinacosa - sin‘a
a 2p
saa maksimiarvon. cosa
f(a) = 2cos’ o - 2sina - 2sin o cosa = 2cos2a - sin2a,
. sin2a .
joten f(a)=0 < =2 el tan2a = 2.
cos2a
Talloin 2o = arctan 2 =1.107... (rad) = 63.434...° , joten o =31.717...° . 3p
Derivaatan etumerkkitarkastelu tms. = tadmé& on todella maksimikohta.

Siis ristin pinta-ala on suurin, kun o =31.7°.

1p




INSMAT 2

005 tehtava 4

sarja A sarja B sarja C sarja D pisteytys
Pisteiden Pq, Py, P3 lampdtiloille X1, X2, X3 on
tehtavdnannon mukaan voimassa yhtaléryhma
X, = %(2o+2mo+ X)) 730 810 830
X, = %(20+x1+710+x3)
1
= —(220+x,+710
X 4( 2 ) 2p
1 1440+ x, 750+x,
= ... = X2 = 2(730"' + 4 ) 2p
X = 1805/4 = 451 1855/4 = 464 2055/4 = 514 2105/4 = 526
== X, = 365 = 375 = 415 = 425
1145/4 = 2 1265/4 = 31 1295/4 = 324
x, = 1115/4 = 279 5/ 86 65/ 316 95/ 3 2p




INSMAT 2005 tehtdva 5  sarjat A ja C sarjat B ja D pisteytys
Olkoon jonon nopeus = v ja perakkaisten autojen etaisyys = a.
Jos tarkkailupisteen ohittaa tunnissa N autoa, on siis Na=v eli
a =V/N.
Yhtalosta vivp = va/L saadaan
vV _a_ v A
—=—=—t¢€liv=-"2 1
vV LN NL @) 2p
(v=0 eiolejarkeva), missa vo =100 km/hja L =80 m = 0.08 km
(ja N:n yksikkd on 1/h).
, - 100>  km
a) (klo 16) Nyt N =1180 ja kaava (1) antaisi v = ———— = -
) ( ) Nyt i 1) 118000.08 h N = 1120
= 105.93... km/h, mik& ei ole mahdollista, silla on oltava (111.607...)
vivo < 1 (eli rajoitusta ei rikota).
Siis vivp =1 eli
v =100 km/h. v =100 km/h. 2p
b) (klo 18) Nyt N = 1920, ja kaavasta (1) saadaan N = 1760
v = 65.1 km/h. v =71.0 km/h 2p




INSMAT 2005 tehtava 6

pisteytys

4 4
a) P("4 peliariittdd”) = P("A voittaa 4 perakkain”) + P("B voittaa 4 perakkain”) = (%j +(§J = ;—Z
= P(’tarvitaan vahintdan 5 pelia”) = 1 - g = % = 0.790....

b) Suotuisassa tapauksessa (A voittaa mestaruuden) voitot jakautuvat A:n hyvaksi 4 —n, missa 0<n<3.
A voittaa viimeisen ottelun. Ensimmaisissa 3+n ottelussa voitot voivat tulla missa jarjestyksessa tahansa;

3+n
eri jarjestysten lukumaara on ( 0 J (binomikerroin).

3+ n 3 n
Siis P("A voittaa 3, B voittaa n”) = ( 0 j(%j (éj , joten eri tapauksissa saadaan (huomioidaan viela A:n
voittotodennakoisyys 1/3 viimeisessa ottelussa)
4 4 4
P("voitot A:lle 4 -07") = .1 , P("voitot A:lle 4 -1") = (l (Ej = 8
3 81 1\3)\3) 243
5 4 2 6 4 3
P("voitot A:lle 4 -2") = (Ej (gj :4—0 , P('voitot Aille 4-3") = Ej gj :ﬂ.
2\3)\3 729 3\3)\3 2187

. 7
Naiden summana saadaan: P("A voittaa mestaruuden”) = % = 0.173... .

2p

2p

2p
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