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Valintakuulustelujen matematiikan koe 30.5.2006

Ohjeita. Sijoita jokainen tehtava omalle sivulleen. Laadi ratkaisut selkedsti véalivai-
heineen, tarvittaessa kirjoita ratkaisu uudelleen puhtaaksi. Merkitse hylkaamasi ratkai-
su yliviivaamalla se, silla saman tehtévan useista ratkai suista huonoin otetaan mukaan
arvosteluun.

A1l. Milla parametrin p arvoilla yhtalolla x? — 2px+ p? — 4p+ 16 = 0 on ratkaisu
x = 3? Mika on tall6in yhtalon toinen ratkaisu?

A2. Maaritafunktion

28x
f g 3 . . <OA
(X) =sin°x—3sinx+ 1
suurin ja pienin arvo vaélilla [0, 7]. (Anna vastaukset kolmen desimaalin tarkkuu-

della)

A3. Kolme kaverustapelaa pelia, jossa pussista nostetaan sokkonavalkoisiajamustia
kuulia. Pussissa on yksi valkoinen ja nelja mustaa kuulaa. Vuorossa oleva pelagja
nostaa yhden kuulan. Mikéli se on valkoinen, on nostaja voittanut; muutoin kuula
palautetaan pussiin, javuoro siirtyy seuraavalle. Vuoro kiertéa, kunnes valkoinen
kuula on nostettu.

a) Millatodennakoisyydellapeli ratkeaaennenkuin kukaan pelagjistaon nosta-
nut kaksi kertaa?

b) Olkoot pelagjat vuorojarjestyksessa A, B jaC. Mika on kunkin pelagjan to-
dennakoisyys voittaa peli?

(Annavastaukset kolmen desimaalin tarkkuudella.)

A4. Millavakionk, k < 2, arvoilla on voimassa

2 2
/ |2x+ 3] dx:‘/ (2x+3)dx| ?
k k

Ab5. Paittamaton mittarimato Mauri kulkee edestakaisin pitkin oksaa, jonka pituus
on 1. Aina kaédnnyttyaan kohti oksan kérkea se kulkee 80 % kaantymispisteen

Liite: kaavakokoelma

A6.

sarjaA

ja oksan karjen valisesta matkasta ja kaantyy sitten takaisin kulkemaan kohti
oksan tyvea. Oksan tyvea kohti kulkiessaan Mauri aina malttaa kulkea 60 %
kaantymispisteen ja tyven vélisesta matkasta, minka jalkeen se jdleen kaantyy
kulkemaan kohti oksan karkea.

Eraéan kerran, kun Mauri kéantyy kulkemaan kohti oksan karked, Maurin etaisyys
oksan tyvesta on xg. Kun Mauri taman jalkeen n:nnen kerran kaantyy kulkemaan
kohti oksan karkea, Maurin etaisyys oksan tyvestaon x,, n > 0.

a) Madrita etéisyyden x,, lauseke etéisyyden x,_1 funktiona.
b) Maarita etéisyyden x,, lauseke etaisyyden xo funktiona.

¢) Mikaonxg, kun tiedetaan, etta kaantyminen tiettyyn suuntaan tapahtuu aina
samassa pisteessa? (Anna vastaus kahden desimaalin tarkkuudella.)

Origokeskisen yksikkdympyran kaari K sijaitsee xy-tason 1. neljanneksessa. Ori-
gosta kaaren K paétepisteisiin piirretyt janat muodostavat positiivisen x-akselin
kanssa kulmat o ja 3, missa 0 < a < B < 7. Olkoon A kaaren K ja x-akselin
vadliin jéava alue kuten kuvassa 1. Vastaavasti, olkoon B kaaren K ja y-akselin
vdliin jéava alue. Osoita, etta alueiden A ja B pinta-alojen summa on lukuarvol-
taan yhta suuri kuin kaaren K pituus.
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INSMAT 2006 tehtaval sarja A

sarja B

sarja C

sarja D

alustava
pisteytys

Valttamaton ja riittdva ehto parametrille p
on, etta p toteuttaa yhtalon, joka saadaan
sijoittamalla alkuperéaiseen yhtaléon x = 3,
siis

9—6p+p°—4p+16=0
eli

p?—10p+25=0,
jonka ainoa ratkaisu on

p=5

(kaksoisjuuri).

Sijoittamalla alkuperaiseen yhtal6én p=5
saadaan yhtalo

x2—10x+21:0,
jonka ratkaisut ovat x; =3 (annettu) ja

Xo = 7.

x> —12x+32=0,

X2:8

x>~ 12x+35=0,

Xo = 7

x>~ 14x+48=0,

X2:8

3p

1p

2p




INSMAT 2006 tehtava 2 sarja A sarja B sarja C sarja D alustava
pisteytys

Funktio f on kaikkialla derivoituva; mahdollisia
aariarvokohtia voivat siis olla ainoastaan f:n de-
rivaatan 0-kohdat ja tarkasteluvalin paatepisteet.
f(x) =3 sin’x cos X - 3cosx + 28/11 = f(x) = f(x) = f(x) =

= 3(sin®x—1) cos x + 28/11 =

= -3cos’x + 28/11 -3cos’x + 11/7 | -3cos’x + 23/9 | -3cos’x + 14/9
(silla sin® X — 1 = - cos® X ).
Siis piste x on f:n 0-kohta jos ja vain jos

3 28 28 _ _ -
cos® X = ﬁ o COSX = 3§ = 0.9467... cos x = 0.8061... cos x = 0.9479... cos x = 0.8033... 3p
Taman yhtalon ratkaisut ovat Xo = 0.3279... (las- Xo = 0.6332... Xo = 0.3240... Xo = 0.6378...
kimesta) ja lisdksi pisteet 2n1t£ Xp, missad n
on kokonaisluku. 2p
Valiilla [0,7] sijaitsevat ratkaisut ovat Xo:n liséksi
X1 = 2TT- Xo = 5.9552... seka Xo = 2T+ Xg = X1 = 5.6499... X1 = 5.9591... X1 = 5.6453...
Laskemalla funktion arvot f(0), f(xo), f(x1), f(x2) ja _ _ _
f(7) todetaan, ettd pienin on f(xo) = -0.098 ja f(xo) = -0.573 f(xo) = -0.095 f(xo) = -0.583

f(8) = 10.572 f(7) = 16.202 f(8) = 10.445

suurin on f(7)=16.131

1p




INSMAT 2006 tehtava 3 alustava
pisteytys
a) Todennakdisyys, ettd vuorossa oleva pelaaja nostaa mustan kuulan, on 5 =0,8.
Todennakdisyys, etta kolmella ensimmaisella nostolla saadaan musta, on silloin 0,8°.
Kysytty todennékdisyys, joka on tapahtuman "kolmella ensimmaiselld musta” komplementti-
tapahtuman todennakagisyys, on siis
1-08 = 0488 . >
p
b) Merkitdan tapahtumia A = "pelaaja A voittaa” jne.
Jos pelaaja A nostaa ensimmaiselld kerralla mustan (todennadkoisyys = 0,8), siirtyy vuoro pelaajalle B,
joka on nyt aivan samassa tilanteessa kuin A oli pelin alussa. Nain ollen on oltava P(B) = 0,8 P(A).
Vastaavasti, jos sekd A ettd B ensimmaisilla yrityksilladn ovat nostaneet mustat (todenndkdisyys =
= 0,8%), on C:n voittotodenakdisyys sama kuin oli A:n voittotodenakoisyys pelin alkaessa (eli P(A)),
joten C:n voittotodenn&koisyys pelin alkaessa on P(C) = 0,8% P(A). 2p
Koska joku (ja vain yksi) pelaajista lopulta varmasti voittaa, on P(A) + P(B) + P(C) = 1 eli
(1+0,8+0,8)PA) = 1.
1 . .
Saadaan P(A) = m = 0,410, mista edelleen P(B) = 0,328 ja P(C) = 0,262. 2p

Huom: Todennékdisyydet voidaan laskea myds geometristen sarjojen avulla; esim.

P(A) = P(valkea) + P(3 mustaa, sitten valkea) + P(6 mustaa, sitten valkea) + ... =

=02+ 08°02 + 0,8°02+.. = 0,2E-|i = 0,410 jne.
1-08°




INSMAT 2006 tehtava 4 sarja A sarja B sarja C sarja D alustava
pisteytys
Jos kaikissa integrointivalin pisteissa x (ts. kun k<x<2) patee
2x+3 > 0, on yhtalo voimassa, koska talléin voidaan suoraan poistaa
itseisarvomerkit molemmilta puolilta.
Selvasti ndinon, jos 2k+3>0 eli k>-3/2. k > -5/2 k > -7/2 k > -9/2 1p
Tapauksessa k <-3/2 saadaan : vasen puoli =
2 -3/2 2 2 2 2
= I|2x+3|dx = j—(2x+3)dx+ j(2x+3)dx: =k +3k+29/2 k®+ 5k +53/2 | k“+ 7k +85/2 | k°+ 9k + 125/2
k k -3/2
2 2 2 2
oikea puoli = |[(2x+3)dx = |10 -3k K?|. 14-5k-k°| | [18-7k-k] | |22-9k- K| 2p
k

On siis ldydettava ne k:n arvot ( k <-3/2), joilla joko

a) KX +3k+29/2 = 10-3k-Kk? 1p
tai  b) k®+3k+29/2 = - (10 -3k -k .
Vaihtoehto a) antaa 2k*+6k +9/2 = 0 eli k = -3/2, joka ei toteuta k = -5/2 k = -7/2 k = -9/2
ehtoa k < -3/2.
Vaihtoehto b) ei voi toteutua millaan k:n arvolla, koska b):n yhtalo
johtaa ristiriitaan 29/2 = -10. 53/2 = -14 85/2 = -18 125/2 = -22
Siis tapauksessa k < -3/2 ei saada uusia ratkaisuja, joten tehtdvan ehdon

52 <k<2|-72<k<2]-92<k<?2 2p

toteuttavat ne ja vain ne vakiot k, joilla -3/2 < k < 2.




INSMAT 2006 tehtava 5 sarjat A ja C

sarjat B ja D

alustava
pisteytys

Kaytetaan oksan pisteen koordinaattina etaisyyttd oksan tyvesta, jolloin siis esim.
tyven koordinaattion x =0 ja oksan karjen koordinaattion x=1 jne.

a) Mauri (Mats) siis lahtee pisteesta x,.; taivaltamaan kohti pistettd 1 , mutta kaan-
tyykin eradssa pisteessd, sanokaamme pisteessa y , takaisin kohti pistettd 0 ja
kulkee pisteeseen x, asti (ja kaantyy sitten taas).

Tehtavanannon mukaan y —Xn.1 =0,8(1 —Xn.1) eli y=0,8+0,2 Xp1 .
Edelleen y—x,=0,6(y—0) eli x,=0,4vy.

Saadaan x,=0,4 (0,8 +0,2 %n.1) €eli  x,= 0,32+ 0,08 Xp.1 .

b) Edellisen nojalla
X3 = 0,32 +0,08 xo,
X2 = 0,32+ 0,08 x;
x3 = 0,32 + 0,08 x,
jne.

0,32 +0,08 (0,32 +0,08 o) = 0,32 (1+0,08) + 0,087 X ,
.. = 0,32 (1 +0,08 + 0,08 + 0,08 xo

Selvasti yleinen lauseke on  x, = 0,32 (1 + 0,08 + 0,08% + ... + 0,08"™") + 0,08" xo,
joka voidaan geometrisen summan kaavan avulla viela sieventaa muotoon
0,32(1-0,08")

X, = + 0,08" % .
" 092 0

c) Jotta olisi x, = Xp1 Kkaikilla n, on valttAméaténta ja riittdvaa, ettd x; = Xo .
Kohdan a) nojalla saadaan 0,32 + 0,08 X = Xo , mista
0,32

Xo = —— = 0,35
0,92

Talléin myds kadantymiset oksan karkipaassa tapahtuvat aina samassa pisteessa.

Y — Xn-1 = 0,8(1 — Xn-1)
y—-X=0,7(y—-0) eli x,=0,3y

Xn = 0,24 + 0,06 Xp-1

Xn = 0,24 (1 + 0,06 +...+ 0,06"™) +

+ 0,08" xo

2p

2p

2p




INSMAT 2006 tehtava 6

alustava
pisteytys

Koska kyseessa on 1-sateinen ympyra, kaaren K pituus on suoraan 3 -a .

Viitaten tehtavapaperin kuvioon:

B B

Alue A sijaitsee ympyrasektorissa, jonka ala on Py Ot = > (huom. ettd yksikkdympyran ala = ).
T

. . 1 .
A:n vasemmalla puolella sijatsevan kolmion ala = > cosfsinf3.

Siis sen segmentin puolikkaan ( sektori — kolmio ), johon A siséaltyy, ala on g S cos 3 sin 3.
Alueen A ala saadaan vahentamalla tdsta A:n oikealla puolella sijaitsevan segmentin puolikkaan ala,
joka riippuu kulmasta a samoin kuin ylla laskettu ala riippuu kulmasta f3 .

_B —a 1

Siis A:n pinta-ala = E-% cosBsinB-(%-% cosasina) = —-E(cosBsinB-cosasina).

2

. T T .
Alueen B ala lasketaan samalla tavalla kulmien 5" a ja 5" 3 funktiona.

Koska cos(1—2T -a) = sina jne., alueen B alaksi saadaan bma % (sinacosa - sinf3cos ).

B-a ,  B-a

+
2 2

Summaamalla A:n ala + B:n ala saadaan

= B-a, kuten pitikin.

1p

3p

2p
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