Diplomi-insindorien ja arkkitehtien yhteisvalinta— dia-valinta 2007
Insin66rivalinnan matematiikankoe, 29.5.2007 klo 14-17

Sarja A

Obhjeita. Sijoita jokainen tehtavi omalle sivulleen. Merkitse jos tehtavi jatkuu usealle
konseptille. Laadi ratkaisut selkeiisti védlivaiheineen, tarvittaessa kirjoita ratkaisu uudel-
leen puhtaaksi. Merkitse hylkddamdsi ratkaisu tai hylkddmdsi ratkaisun osa ylivitvaamalla
se, silld saman tehtdvin useista ratkaisuista huonoin otetaan mukaan arvosteluun. Huo-
maa, ettd kukin tehtdvi arvostellaan kokonaisuutena eivatki alakohdat valttdmattd ole
pisteytyksessd samanarvoisia. Liite: Kaavakokoelma. Apuvilineet: Kirjoitusvilineet
ja funktiolaskin.

A1l Vaaleissa kaikkiaan 39300 aanestijista 45 % dénestdd varmasti puoluetta A ja 47 %
puoluetta B. Loput ovat ns. liikkuvia dinestdjid, jotka eiviit ole vield padttineet
kantaansa.

(a) Oletetaan, ettd kaikki dénioikeutetut danestavit. Kuinka monta litkkuvien 44-
nestdjien adntd puolueen A tiytyy talloin keritd saadakseen enemmiston, vi-
hintdin puolet annetuista ainista?

(b) Oletetaan, ettd tésmilleen kolmasosa liikkuvista ddnestéjistd jattdd adnesti-
mittd. Kuinka monta prosenttia liikkuvien &4nestéjien annetuista dénista puo-
lueen A taytyy talloin kerdti saadakseen enemmiston kaikista annetuista da-
nista?

Anna vastaukset prosenttiyksikén tarkkuudella.
A2 Laatikossa on 63 palloa. Palloja on 7 varié, kunkin vérisié palloja on yhtd monta.

(a) Laatikosta nostetaan umpiméhkiin kaksi palloa. Milld todennékoisyydelld mo-
lemmat pallot ovat samanvéirisia?

(b) Oletetaan, ettéd kaksi jo nostettua palloa ovat erivérisid. Laatikosta nostetaan
kaksi palloa lisda. Milla todennikéisyydelld nostetuista neljasta pallosta ainakin
kaksi on samanvarista?

Anna vastaus todennikoisyytend kahden desimaalin tarkkuudella.

A3 Olkoot janan AB péétepisteet xy—koordinaatistossa (—6,0) ja (0,a) ja janan OC
padtepisteet (0,0) ja (2,a), missd a # 0.

A4

A5

A6

(a) Miki on janojen keskipisteiden vilinen etdisyys?

(b) Miki on janojen keskinormaalien leikkauspiste?

Séhkovastuksessa tapahtuva energiahivio aikavalilld [a,b] on

ER/b[i(t)]2 dt,

missid i(t) on hetkella ¢t € [a,b] vastuksen lapi kulkeva virta ja R > 0 on vakio.
Olkoon i(t) = k — e P missd 3 = 1/8. Milld parametrin k arvolla saavutetaan

energiahfvién F minimi aikavililld [0, 2]7?

Anna vastauksena tarkka arvo ja likiarvo kahdella desimaalilla.

Tasokdyrd K koostuu niistd pisteistd (z,y), joille pitee

0o r+1 k
yZE:(m1)

k=0

Maaritd kiyrdn K ja suoran 3y = x — 1 leikkauspisteet.

Anna vastauksessa sekd koordinaattien tarkat arvot ettd likiarvot kahdella desimaa-

lilla.

Olkoot z ja y positiivisia reaalilukuja. Operaation O avulla luvuista z ja y muo-
dostetaan uusi positiivinen luku « OO y. Operaatio O toteuttaa kaikilla z,y > 0

seuraavat ehdot

(1) Oy==2(yOy),

(zy)
(2) (z01N)0Oz=201,
(3) 101=1.
Magrita 2007 O 1, 2007 O 2007 ja 10 2007.

kaikki valivaiheet mahdollisimman tarkkaan.

Perustele vastauksesi
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Diplomingenjors- och arkitektutbildningens gemensamma antagning— dia-urval 2007
Ingenjorantagningens prov i matematik, 29.5.2007 klo 14-17

Serie A

Anvisningar. Placera varje uppgift pd egen sida. Markera om svaret forstitter till flere
konsept. Ge klart utarbetade l6sningar inklusive mellanstadier, renskriv 16sningen vid be-
hov. Firkastade lésningar och forkastade delar av en lésning skall dverstrykas. Om icke-
overstruckna l6sningar foreligger, bedoms den sdmsta av dessa. Notera, att varje fraga
beddms som en helhet och delfragorna har inte nédvandigtvis samma vikt i bedémningen.
Bilaga: Formelsamling. Instrument: Skrivinstrument och funktionsrdknare.

A1 T valet 45% av sammanlagt 39300 rostberéttigade rostar sikert pa partiet A och
47 % pa partiet B. De 6vriga har inte bestdmt sig dnnu.

(a) Antag att samtliga rostberéiittigade rostar. Hur manga av de dnnu obestdmda
maste d& bestdmma sig for partiet A f6r att partiet skulle fa majoriteten (Gver
halften) av alla givna roster?

(b) Antag att exakt en tredjedel av de obestdmda later bli att rosta. Hur méanga
procent av de rdster som ges av de annu obestimda maste partiet A fa for att
det skall fa majoriteten, 6ver hilften av alla givna réster?

Ge svaren med en procentenhets noggrannhet.
A2 T laddan finns 63 bollar. Bollar finns i 7 firger, lika ménga i varje férg.

(a) Man lyfter av tva bollar ur ladan. Vad &r sannolikheten att bollarna ar av
samma farg?

(b) Antag att de redan lyfta tva bollarna inte dr av samma firg. Man lyfter tva
bollar till. Vad &r sannolikheten att bland de sammanlagt fyra bollarna finns
atminstone tva av samma firg?

Ge svaren med tva decimalers noggranhet.

A3 Lat andorna av strickan AB i xy-koordinatsystemet vara (—6,0) och (0,a) och
dndorna av strickan OC vara (0,0) och (2,a), dédr a # 0.

(a) Vad ar avstandet mellan strickornas mittpunkter?

A4

A5

A6

(b) Vad &ar skirningspunkten av strackornas mittpunktsnormaler?

Energiforlusten i en elektronisk resistor under tidsintervallet [a, ] ges av

E:R/b[i(t)]2 dt,

dér i(t) ar strommen genom resistorn vid tidpunkten ¢ € [a,b]. och R > 0 &r en
konstant. Lat i(t) = k — e At diir 8 = 1/8. Med vilket parameterviirde k fis den
minimala energiférlusten E under tidsintervallet [0, 2]?

Ange det exakta viirdet av svaret samt dess approximation med tva decimalers nog-
grannhet.

Den plana kurvan K bestar av de punkter (z,y), for vilka

y:§:<m—1>'

k=0

Bestam skirningspunkerna hos kurvan K och linjen 3y =z — 1.

Ange koordinaternas exakta virden och deras approximationer med tva decimalers
noggrannhet.

Lat x och y vara positiva reella tal. Med hjdlp av operationen [0 formas fran x
och y ett nytt positivt reellt tal O y. Operationen [ satisfierar f6r alla z,y > 0
féljande villkor

(1) (zy) Oy =x(y Oy),
(2) (z01N)0Oz=201,
(3) 101=1.
Bestdam 2007 01, 200702007 och 10J2007. Motivera varje mellan-

steg i ditt svar sa noggrannt som majligt.
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Dia-valinta 2007, Insintorivalintakohteiden matematiikan koe

Tehtédvien alustavat vastaukset ilman arvostelua, 29.5.2007

Tehtdva 1

Merkitddn p4 ja pp puolueiden varmoja ddniosuuk-
sia kaikista n:std ddnestijista.

puolueen A varma ainimairé on n4 = pa -n. Puolue
A tarvitsee puolet annetuista &4nisté eli lisd-43nid

dAZ %n—nA.

Liikkuvien #&inestdjien osuus ddnestijistd on po =
1 —pa — pp. Jos kolmasosa liikkuvista &inestdjis-
td jattdd AfnestAmittd, yhteensd annetaan m =
(1- %pc)n adnta, joista puolueen A taytyy saada
vahintdin puolet. Puolueen A pitéi siis saada lisa-
BENIE

dp = %man.

Liikkuvien d&nestijien d4nid annetaan
1
me = (1 - 3)npc,
dp

joten kysytty ddniosuus on q = Trr

A

n = 39300
pa =45%, pgp = 47%

na = 17685
da = 1965
pc =8%
m = 38252
dp = 1441
me = 2096

q = 0,6875...~ 69%

B

n = 28200
PA :39%, PB :42%

na = 10998
da = 3102
pc =19%
m = 26414
dp = 2209
me = 3572

q=0,6184...~62%

C

n = 17400
o :41%, PB :46%

nyg = 7134
da = 1566
pc = 13%
m = 16646
dp = 1189
me = 1508

q=0,7884. ..~ 79%

D

n = 43200
pa =38%, pp =43%

na = 16416
da = 5184
pc =19%
m = 40464
dp = 3816
me = 5472

q=0,6973...~ 70%



Dia-valinta 2007, Insintorivalintakohteiden matematiikan koe

Tehtédvien alustavat vastaukset ilman arvostelua, 29.5.2007

Tehtdva 2

(a)

Kunkin vérisid palloja on m = n/k. Ensimmé&inen
pallo voi olla mikd tahansa. Laatikossa on ndin jil-
jella n —1 palloa, joista m — 1 aikaisemmin nostettua
varid, joten kysytty todennikdisyys on

Merkitdan kysytyn tapauksen todennidkéisyytta
q:lla. Tarkastellaan komplementtitapausta, jossa
kaikki nostetut nelji palloa ovat erivirisid. Olete-
taan, ettd jo kaksi eriviristd palloa on nostettu. Tés-
sé tapauksessa j:n noston jalkeen laatikossa on n — j
palloa, joista j(m — 1) ovat nostettujen vérisié, joten

3 q ) —
1-g =TT, (1-2252).

Kysytty todennékoisyys on g.

A

n = 63

k=T

m=29

= 0.09677419. ..

~ 0.10(9.68%)

1—¢q=
- a-B- )
= (1-2

_ 49 7 _ 343

— 61 10 — 610
= 0.562295. ..

267 — 0.437705...

4= %10
~ 0.44(43.77%)

B
n =48
k=28
m==6
_ 7 _ 7
P=1 =17
= 0.14893617. ..

~ 0.15(14.89%)

1—¢q=
= (1- )1 -
=(1—*)(1

_ 16 8 _ 128

~ 2315 T 345
=0.371014...

a\\' &\S
~—

217 — ().628986. ..

4= 345
~ 0.63(62.90%)

C
n =63
k=9
m=7
4
=0.12903226 . . .

~ 0.13(12.90%)

1—-¢q=
= 1-)1-F%)
= (1-5)1-%)
_ 453 _ 21

61 5 61
= 0.442623. ..

34
q=31 = 0.557377...

~ 0.56(55.74%)

D

n = 56

k=17

m=3_8
=0.10909091 ...

~ 0.11(10.91%)

1—

4( _%)
)(1—33)

_ 240
53 T 477

= 0.513627...

@\w c.n

‘ w
ot

q
(1
7
9

232 — (0.486373...

4= 377
~ 0.49(48.64%)



Dia-valinta 2007, Insintorivalintakohteiden matematiikan koe

Tehtédvien alustavat vastaukset ilman arvostelua, 29.5.2007

Tehtdva 3

Merkitain seuraavassa alaindekseilld 1 janan AB ja indeksill4 2 janan OC suureita.

(a) Janojen keskipisteet P; = (z;,y;)

Py = (z1,51) = 3(A+ B) = (2442, vatue) — (-3 2)
Py = (22,30) = 3(0 +C) = (%52, 59<) = (1,§)

N N|=

ja niiden etdisyys
[P — P = /(w1 —22)? — (11 —2)*> = V/(—4)2 + 02 =4

(b) vaihtoehto 1 Keskinormaali on koostuu pisteistd joille etdisyys janan kummas-
takin péditepisteestd on sama, toisaalta leikkauspiste P = (z,y) on kummankin janan
keskinormaalilla

{|P—A| =|P - B {|P—A|2 =|P-BF {(:c+6)2+y2 =22+ (y — a)?

|P—0]=|P-C]| [P -0 =|P-CJ? vyt =(z =272+ (y—a)?

121’+36:72ay+a2 o r=—-5
4 — 4 = —2ay + a® y:%—i—%
Edellad viimeinen askel saadaan vihentdmalld yhtilot toisistaan ja sijoittamalla takaisin

122+ 36— (4z—4) =8z +40=0 & z=-5
= 4dr—4=-24= —2ay+a’ o y:%_|_2'

a

(b) vaihtoehto 2 Muodostetaan janojen keskinormaalit. Janojen AB ja OC (suuntais-
ten suorien) kulmakertoimet
{kl = =g

kz_yfc_ﬁ

xo 2

Keskinormaalit ovat janoja vastaan kohtisuorassa, joten keskinormaalien kulmakertoimet

ovat vastaavasti
1

=L

Huomaa etté k; # 0 koska a # 0.
Janojen keskinormaalit kulkevat janojen keskipisteiden kautta, joten keskinormaalien yh-
talot voidaan muodostaa ja laskea niiden leikkauspiste
T = -5
= y=92+ 12
=2

-2 =_5(z43)
e { 2 a )
I ) .

—e = _2(p

{(yyl) = %}(fﬂ — 1)

(y —y2) = 3, (x — 22)

jossa viimeinen askel saadaan vihentamalld yhtél6t toisistaan ja sijoittamalla takaisin

~S(@+3)=-2z-1) & 3@+3)=@x-1) & z=-5
= y—%z—%(w—l):% & yz%—l—%.



Dia-valinta 2007, Insintorivalintakohteiden matematiikan koe

Tehtédvien alustavat vastaukset ilman arvostelua, 29.5.2007

Tehtédva 4

Tehohivio saadaan sijoittamalla

ER/ke

=R <2k2 +

2dt =R / k% —2ke P4 20t gt

2%, 1 )
—26 —4p
—(e —1)— —(e -1
S - o )
Jos |k| kasvaa rajatta, tehohévio E kasvaa rajat-
a (E on ylospdin aukeava paraabeli k:n suhteen,

R > 0). Minimi saavutetaan siis derivaatan nolla-
kohdassa:

9B _ k2

—28_{\p — 1
I ﬁ(e 1)R=0, k= (1—e

“2%)/(28)

Tehtavissi voidaan myds derivoida (k:n suhteen) in-
tegrandi ennen integrointia (¢:n suhteen).

~1/8

= k%t + 16ke~t/4 —
46_2t/4

— @

= 2k? + 16k(e~"/* —
—4(e72* —1)

~ 2k? — 1.3272k — 0.5902

N>l

F9E — gk +16(e"1/1-1)

k= 4(1 — 6_1/4) =
0.884797...~ 0.88

B=1/14

[ = K% + 28ke™t/7 —
76_2t/7

= 2k% + 28k(e~t/7
—7(e?T —1)

~ 2k? — 0.7987k — 0.3728

C:u\tq

F9E — gk +28(e"V/7—1)
E o= 71 — e /7y =
0.931855... ~ 0.93

B=1/12

[ = K% + 24ke /6 —
66—2t/6

= 2k? + 24k(e7t/0
—6(e2/6 —1)

~ 2k? — 0.9211k — 0.4252

Rt~

£9E — gk +24(e"1/6—1)
k= 6(1 — e /6 =
0.921110... ~ 0.92

B=1/6

[ = K% + 12ke™t/3 —
36—2t/3

= 2k% + 12k(et/3
) —3(e2/? —1)

~ 2k% — 1.7008k — 0.7299

= ol

LB — 4 +12(e71/3 1)
ko= 31— et?) =
0.850406 ... ~ 0.85



Dia-valinta 2007, Insintorivalintakohteiden matematiikan koe

Tehtédvien alustavat vastaukset ilman arvostelua, 29.5.2007

Tehtdva 5

Kéyran méiirielméssi oikea puoli on geometrinen sarja. Geometrinen sarja y ;- q* sup-
penee, jos ja vain jos |q| < 1, jolloin sarjan summa on (1 —¢)~!. Kéyrd K muodostuu pis-
teistd, joille midritelmin oikean puolen sarja suppenee. Summan termit ovat mairiteltyji
jos 2x — 1 # 0. Joten ehdoksi saadaan

z+1 1
<1, qi=_—-, —.

gl (=5 — TF5
Kayré saa muodon

z+1 20 — 1 1

=(1-q¢t=(1- 1= k 2=} ] L.
y=01-9 -5 —7) o kun wg{%o} ja gl <
Lasketaan nyt formaalisti tdt4 muotoa kiyttden kiyrien leikkauspisteiden x-koordinaatti
2z — 1

r—1=3y=3 = 22-9z4+5=0 =
x

-2

L \/ .= 8.40512. ..
9 + /92 {“

r_ = 0.59488. ..

Tarkastellaan sarjan suppenemista potentiaalisissa leikkauspisteissi

0,59...<1 ,z==a4
ol = |25 = 41 a=a
N= o —1| = ' T
141 =2

joten sarja suppenee vain kun xz = x4, jolloin

7++/61

= 2,46837...
6

1
y:y+=§(x+—1)=
Kysytty leikkauspiste on

9++61 7461
2 76

(T4,9+) = ( )~ (8,41; 2,47).

Suppenemisalueen lasku erikseen Tehtdvissi voidaan myos tarkastella sarjan sup-
penemisalue ennen leikkauspisteiden laskemista. Sarja suppenee kun

1 1
|q|:‘1j2mz 1‘755

< |1+z] < |1 -2 =3

<1,
1+ z)? < |1 — 2z
& 1+2r+22<1l—4dr+42? & 0<3z(zr—2)

& <0 VvV 2<z s x¢[0,2]

jolloin K saa muodon 3y = ===£ ja yht#lossi (1) vain z = z kelpaa silld z, 1 € [0, 2].
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Tehtédvien alustavat vastaukset ilman arvostelua, 29.5.2007

Tehtdvi 6

Kaikilla positiivisilla reaaliluvuilla z, y

(2) (z01)0z=20
(3) 101=1.
joten
) 201=@-1H012:001)%,
edelleen

(5) xDx@(xDI)Dx@xDI@m

Itse asiassa osoittautuu, ettd operaatio [ yksinkertaisesti palauttaa vasemman argu-
menttinsa:

(6) ny:(%m)Dx@

SHES
8
O
8

S~—
IS}

]|
]

Il
<

Erityisesti siis (valitsemalla = 2007 ja y = 1) saadaan

200701 ¥ 2007, 200702007 2 2007, 102007 Y 1.



